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DJs 定義 E : 有限集合
、
IC が

deT
M = (E

.

I ) が マトロイド 上7

(T) J 、 E I 、 Ja C J 、 ⇒ Ja E I

(ii) の 、 Ja EI.DK は21 ⇒ ヨ e E た l の
、
J, vが EI

泩 ( 1 1 I 独立集合族

12 1 M の ランク 「 ( M ) で
は

木面に 独立𠍱 合 の サイズ
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det ( M= は 、
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,
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1図 ( ベクトル マトロイド )

A E Man ( Eq )

E = 1 1 . . . . . n y[ I = { JC E 1 J に 対応する 列 ベクトル が 1次 独立 し
⇒ ( E . I ) マトロイド 構造 を持つ 。

が いい]
E = 1 1 . 2 . 3 y{ _ { 0 . n .

が
、
が

、
がいい



体 ( サイクル マトロイド )
G : 無向 グラフ

E : 辺集合{ I : { JC E 1 J は サイクルを 持たない し

⇒ (E
.
I ) は マトロイド 構造 を持っ

、

2

oirt.cn
E = { 1 . 2 . 3 4

I = {0.115.121.131,11-27,1134}



例 ( 一様 マトロイド 、
Ur

. n )

E = 3 1
.
2

.
. . .

.

n 4{ I = { JC E 1 は 1 Er y

⇒ Ur
. n

= (E .
I ) は マトロイド

E = {1.2-3.4}しが { I = 1 0 . n . が
、
いい

、
くいか

、444131.144
、
12.3 う

、
12.4 ht 3.454



マトロイド の 同型 ・ 同値

① M = ( E ,
I ) 、 M

'
= (El 、

ご ) が 同型 (NNN)

幽 ヨ 4 : E → E ' 全単射
も JEI.lt j ' EI 1

4(J ) EI '
,
0

'

(J 1) EI

② M 11 が 同値 (MEM ' )

と竹 Mt M '
or Me (びや ( べ の 双対マトロイド )

(べ )
*
= (だ

、

BX )
、
ダン= 1 E ' l B l Be Bt

③ Mt M
'
⇒ MEM

'



サイクル マトロイド C ベクトルマトロイド

2

①tmall.o.ir
1 2 3接続行列

。いま iil
~> サイクルマトロイド と 同型な ベクトル マトロイド を得る

。



定義 ( タット 多項式 )
M= ( E .
I ) マトロイド

r(Err (A ) が 一HA)

T ( M ; x . y ) =長に
(xx) (はい

例 U 3.6 ? { Et 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 h

I - 1 0
、
1 1 4 . . . 1 1 2 h.mn 11234 i ・ ・ 4

ていっ = 訕で いい ? も 彪 ( G ) は 、F
'

特殊値 A E B r (A ) = r ( E ){
A a I r (A ) = が 、

T (Milli ) = 1B 1



2○1ms 定義 ( グラフ理論 と タット 多項式 、
除去

、
縮約 )

m.、 サイクル マトロイド ( した 。
「IT )

(I) T ( 0 ; x . は ) = 1

(2) e が ループ なら T (Misc
、
は 1 = y T (Mle .

.
x . y )

(3) e が 橋 なら T (Mi で は ) = x T (Mle ; x . y )

(4) E が ループ でも 橋 でもない と き

T ( M ; x . y ) = T (Mle ; x . y ) t T (Mle i ついて l

例
○-0 。 = x 。 。 = x (dot G )

= をみ て いつ の G- 1 )
2

い、た(G ) は(G '

T (G ; 1- 3
,
0 )定理 x (Gia ) = (い )



符号理論 と タット 多項式

MA : A E Maxis (Fr ) から 得 られる ベクトル マトロイド

C(Mai= 1 xA 1 xe 1時1 a 1に
も IF

、 上 の 符号 。

定義 C く ぼ
がにくい がいい (重土多項式 )Wc ( x . y ヽ = ICE C

定理 ( Greene ,
( 19 7 6つ ) C= com )

m

xtywdx.gs= は
ないにがで 「

T ( Mai t.ES



格子 と タット 多項式

C(MR - 1 xA 1 xe 1時1 a が 、
構成法A

L.- L ( C (MA )に 古く xeで | × mod 2 EC (MA ) {
O、 1 9 ) に恋 が

"
= t # (Li ) で 。

例 A = [ 1 . i ] 0 0

C (MA ) = ら (O.O) 、 (い ) 4 0 0 0

L = で o o 嵡 o

Oza = 1+48+48た . . . 0 • o
(O.O)

0 0

0



定理 (格子版 Greene ( 197 6 ) 、
〒 一 夕 写像 )

OL (Cent )
= W

com ,
( S .

0
2 )

= yndinca.yihm.io?など )

例 A = [ I | f ! ] , Com : Hamming
Code

L (C (MAI ) = Ef -格子

気 = 心(03 - 0が晶 cos . がT .
.が いい

重さ 4 の Eastein級数



結び目 と タット 多項式

の 熱
ジョーンズ多項式 タット 多項式



OJJ 定理 タット 多項式

T ( M ; x . y ) =

。主に
がたで い 、がいい

は マトロイド の 不 変量 :

MT M
'
⇒ T (M) = T (M

'

)



注意 タット 多項式 は 完全不変量でない 。

=>
MEM

'

T (M ) = T (M
' ヽ

Et

イ列 Un
、m

= ( E= 1 1
.
2
.
. . .

. an と
、
I )

Ran = ( E , I | | 1 1
.
2
.
. . .

.

n t.int t.i.sn H ){ an = ( E
.
いい .で 、

いい .
. . .

.

がいい
① ② -.- ② . . . の

i
mp hta -_- で○ ○で 2- 2 Qm

Rm
が0

Rm 中 Qa しかし TCRn) = T (Qan)



例 (BelloBois - Peabody - Riordan (2000)ら

と鱲
"

鑞



G 、 (m . n ) = G 1 Cm ) * R G、 Cm 、
n ) = Giant *Photo

-00 000. . .0-o

yy tk

鱲 癲・

G 、 (m.nl#G2(m.n),T(GeCm.nI)=TCG 、 (m.nl )

に G (min ) \ e = G、 (min ) | e(
a.cm.ie = cnn.us/e )



Tutte polynomials of genus g, g ∈ N
Tutte polynomials of genus 1:

T (1)(M ;x, y) := T (M ;x, y) :=
∑

A⊂E

(x−1)r(E)−r(A)(y−1)|A|−r(A).

Definition (Tutte polynomials of genus 2)

Tutte polynomials of genus 2:

T (2)(M ;x1, x2, x∩{1,2}, x∪{1,2}, y1, y2, y∩{1,2}, y∪{1,2})

=
∑

A1,A2⊂E

(x1 − 1)r(E)−r(A1)(x2 − 1)r(E)−r(A2)

(x∩{1,2} − 1)r(E)−r(A1∩A2)(x∪{1,2} − 1)r(E)−r(A1∪A2)

(y1 − 1)|A1|−r(A1)(y2 − 1)|A2|−r(A2)

(y∩{1,2} − 1)|A1∩A2|−r(A1∩A2)(y∪{1,2} − 1)|A1∪A2|−r(A1∪A2).



Tutte polynomials of genus g, g ∈ N
Definition (Tutte polynomials of genus 3)

Tutte polynomials of genus 3:

T (3)(M) =
∑

A1,A2,A3⊂E

(x1 − 1)r(E)−r(A1)(x2 − 1)r(E)−r(A2)(x3 − 1)r(E)−r(A3)

(x∩{1,2} − 1)r(E)−r(A1∩A2)(x∩{1,3} − 1)r(E)−r(A1∩A3)

(x∩{2,3} − 1)r(E)−r(A2∩A3)(x∪{1,2} − 1)r(E)−r(A1∪A2)

(x∪{1,3} − 1)r(E)−r(A1∪A3)(x∪{2,3} − 1)r(E)−r(A2∪A3)

(y1 − 1)|A1|−r(A1)(y2 − 1)|A2|−r(A2)(y3 − 1)|A3|−r(A3)

(y∩{1,2} − 1)|A1∩A2|−r(A1∩A2)(y∩{1,3} − 1)|A1∩A3|−r(A1∩A3)

(y∩{2,3} − 1)|A2∩A3|−r(A2∩A3)(y∪{1,2} − 1)|A1∪A2|−r(A1∪A2)

(y∪{1,3} − 1)|A1∪A3|−r(A1∪A3)(y∪{2,3} − 1)|A2∪A3|−r(A2∪A3).



Tutte polynomials of genus g, g ∈ N

Definition (Tutte polynomials of genus g)

Λ1 := {1, . . . , g}, Λ2 :=

(
Λ1

2

)
.

Tutte polynomials of genus g:

T (g)(M ;xλ1 , yλ1 , x∩λ2 , x∪λ2 : λ1 ∈ Λ1,λ2 ∈ Λ2)

:=
∑

A1,...,Ag⊂E

∏

λ∈Λ1

(xλ − 1)r(M)−r(Aλ)(yλ − 1)|Aλ|−r(Aλ)

×
∏

λ∈Λ2

(x∩(λ) − 1)r(M)−r(A∩(λ))(y∩(λ) − 1)|A∩(λ)|−r(A∩(λ))

×
∏

λ∈Λ2

(x∪(λ) − 1)r(M)−r(A∪(λ))(y∪(λ) − 1)|A∪(λ)|−r(A∪(λ))

! " var.= 2g + 4

(
g

2

)
= 2g2.

ばさ



定理 は別科 は マトロイド の 完全 不変量

定義 マトロイド ベース グラ っ BGCM ) = ( V .
E )

V = M の ベース の 集合 = B

| 13 ~ B ' EE (⇒ B \が = B
'

| 1 は 4
(キ)

z

例
TIoto
、

0

3 ベース

t t
V = { 1 .

2
. 3 4

,

E = 1 0 .
1 1 1

.
が 、 が 、

1 1で 、 11394

BGCM ) に く1210-1135〇
定理 (Haman - Norton - Tobey ( 1973 ) )

MEM
'
E> BG (M) t BG (び )



定理 の証明 は別 f が BGCM ) を 決定する こと を 示す 。

① IB 1 = G = T
"
( M ; 1 . I ) = T ( Mi 1 . 1 )

g r(M) - r (べ ) が、 1 - r (Ai )② T
)
= ミ T (かい ) はいい
A.で 、 AG CE

にし

、こ 、 ( x。
_ 、 YM

)では ) (Anal - r (Arr )

は na - 1 )

恋m (xa _ 、 MM
)では切 )

はa _ 、 気が
rAur )

B= 1 A .

. . .

. Agh が 作る 項 を見つける。

rcm ) - Hべ )

は 一 門に 「 はい
= | ⇐っ べ EP[ いい? 、 fu Ajに 「 (べが

キ 1 (_ べき な )は vk.ie



g r(M) - r (べ )③ で '
= ミ T (かい ) と いかに 「はい

A.で 、 AG CE
にし

、
(かい )

「いいか )

は、
Anal - r (Arr )

恋m (xa _ 、 MM
)では切 )

はa _ 、 気が
rAur )

② の 中で Ai いい = A j \ 1 は4 を みたす 項を さがす
.

r (M ) - r ( Ain Aj )

cnn.gg
- 1 ) = 水が八 - 1[ (yyyy )とが 「 (べいな た

。ッい

に I

④ いく いい
、 9 4

⇒ BG (M ) = (V .E ){ にくい j li.ie v 1 /



注意 の 証明 から
、
で '

は IB leg の マトロイド の 完全不変量

② T
か
(Ru ) キ T

か
(an )

例 Una = ( にくいが 、 an と
、
工 )

Ran = ( E ,
I \ 1 1 1

.
2
.
. . .

.

n t.intt.im 4 4 )

( 1B (Ron ) 1 = 1 B (Qan ) 1 = (る ) - 2) は
一 に

、
いいいい灬がい

① ② . . . ② . . . の

msn.no -.- 。 。 む
、 Qm

③ で" (G (m.nl )キTTG、 cnn.nl ) Rm

_
Bn れ Qan しかし TCRn) = T (Qan)

④ いくらでも 大きい g に対して

Mgがg
'
かつ が「

(Mg ) = 円 となり

となる例の構成
。 Otfo oooo

⑤ T は 木 を 区別 しない
。 o

t

では 3連結 グラフ の 完全 不変量か?



Tutte polynomials of genus g, g ∈ N
Tutte polynomials of genus 1:

T (1)(M ;x, y) := T (M ;x, y) :=
∑

A⊂E

(x−1)r(E)−r(A)(y−1)|A|−r(A).

Definition (Tutte polynomials of genus 2)

Tutte polynomials of genus 2:

T (2)(M ;x1, x2, x∩{1,2}, x∪{1,2}, y1, y2, y∩{1,2}, y∪{1,2})

=
∑

A1,A2⊂E

(x1 − 1)r(E)−r(A1)(x2 − 1)r(E)−r(A2)

(x∩{1,2} − 1)r(E)−r(A1∩A2)(x∪{1,2} − 1)r(E)−r(A1∪A2)

(y1 − 1)|A1|−r(A1)(y2 − 1)|A2|−r(A2)

(y∩{1,2} − 1)|A1∩A2|−r(A1∩A2)(y∪{1,2} − 1)|A1∪A2|−r(A1∪A2).

⑥

T (Min ,y ) = IT Tか(Misc . 2.2.2は、
222 )



定理 T (M ; x . y ) = T
か
(Mi 2で、

0.x.2.to 、 y )

= で"(M ; 2 、2 . x . 0,22 は 、 o )

= TM (M ; 2,
2
.
0 . x ,

2
.

2
. Y

.
0 )

系 Qami W ( 03.02 ) = 02
でいく

、
_ a,

dim C

com R

Greene や ' (Mai 22.0 、 と姿 、
2
.
2
. 0 . G )

特に A = [ I |災則 を とると
、

旧
L (com) = Es 格子

、

に、 = 心 ( _
o.FI いがいか (ど幽 ーげいがが

T
で吐く気はいた 1- ra.my/eyYAzl-rlAiUAi

)

重 さ4 の Einstein 級数



4〇コー コンウェイ の問題

整数格子 Li
,
La(いが )が 同型

に「
ヨ A e ocn )

、

A 凵 = に

問題 (コンウェイ著 、
素数が香り形がきこえる )

L 、 中 に かっ 0ム = 0に となる ものを 見つけ よ
。

例 ( Conway- Sloane ( 199 2) )

a = t ( 1 . 0 . 0 . o ) 、
G = 昌 (0.1 、 aol.es = f (o.o.no ) .ee =f ( 0 . 0 . 0 、 1 )

Uに 39 - G - e 3 - eq V、 一
- 3 e 、 一ez-es-equ.net?EztE3-EqVz = G - 3e + E3

- Eq※たとさこな獣できた品璘lk =

注意 ( Conway - Sloane ( 1992 つ ) 王 は3
.



例 ( Milner )

ランク 1 6 Type 二 格子 EIN Di

0時 = dpi = EI = ( 1+2409ft -.- で

マトロイド を用い た解釈
the重 さ 4 の Eisernen 系及数

符号
構成法A

ベクトル マトロイド 格子

2 2

e. ef Es

* * *

di di Di

TA)に(di) Wei Wai 0ぼ坷
( Greene ) したタ写像)



定王里 d E t 24,27 、 30,33 、 35,36 、 38.39 、 41,424

U し て£21で44 } とおく 。

ランク d 格子 で コンウェイ の 問題の例 が 木冓が できる
。

証明

G 、 (m . n ) = G 1 Cm ) * R G、 Cm 、
n ) = Giant *Photo

-00 000 . . . -00

yy yy

鱮齣
G 、 (m.nl#G2(m.n),T(GeCm.nI)=TCG 、 (m.nl )



サイクルマトロイド 符号 構成法へ、 格子

G (m . n ) G (m.nl L (Gianni )

* * *
G (m.nl G、 cnn.nl hCG 、 (m.nl )

3Mtいい

+241*1
T (Gianni ) WG (いい OL (Gianni)

(Greene) した 夕写像)
TCG、いい ) WG、(mm M (G2(m.nl

3Mt 11 ht 24 は t 24,27 、 30,33 、 35,36 、 38.39 、 41,424

U に£21で44 } を表現する
。

K



⑤1ps 高次数化に関する 問題について

定義 符号 C の 次数 g の 無多項式

(8)
Wc Gca : a EES ) = ミ

a

が
、

齗籩(
藊
巡では '

ha (Gin
. Cgi = # { i l a= (G . . . Cgi ) ら

例 C- 1 100 ) ( 1 1 ) と くしだ

と 、 a) = (8 8 ) 、
18 1 ) 、

( 1 8 ) 、
( 1 1 1 1

WE ' = x。8 + i + i + i



定義 格子L の 次数 8 の 〒一 夕 級数

dばい 号点。gep
にて tr にいない )

kjag
D

、

ここ で て E Hg -1 て E Mg ( C ) | t
=を

、
Imかつ。 4

定理 ( Runge ( 199 6 ) 、
高次数 〒一 夕 写像 )

で に i = WG ( Oa に ) i ae IFS )

にで
、 Oa 次数 g の 〒一 夕 関数

、



問題 次 の 図式をみたす タット多項式の 高次化は存在するか?

ベクトル マトロイド 符号 格子

M CCM ) L (CCM) )

ヨ ? (8 1 (g 、

nn

Wc Occam )

(いい 8=1 のとき )
(高次数対写像 )

T Wc いい

(Greene) (T写像 )



注意 T は 上 の 図式 をみたさない
。

dim 〈 TMMC ) ) 1 C :長さ 24 の Type を 符号 >

< dim 〈 WE' l c : 長さ 24 の Type 五 符号 ゝ

期待 される 系

コンウェイ の 問題 の高次化 の 例 の 構成
。

問題 ( コンウェイ の 問題の 高次化 )

L、もし かっ Of ' = OS を みたす ものを 見つけ よ
。



問題 ( 調和多項式 コンウェイ の 問題 )

は e N
,
V DE Harmon (げ ) ( or UP E Harman ( 11で )

Ll 中 に かつ 04
. p

= 0に
、 p

となる ものを 見つけ よ
。

デザイン理論 との 関係
世が長、

P でいい )

Y DE Harman CM ) ( はたEt )

0し 、 p
= 0 に〉 L は t均質 (い た

、
いは たデザイン )

予想 L 整数 格子 、
と均質 で ない

。

問題 LCR
"

の とき tft Cni となる 関数 f (n ) を与える 。



問題

置換群 符号 マトロイド グラフ 結び目

Cameron Greene

サイクル ←重さ タット 彩色 ジョンズ

高次
サイクル 格子

? ? ?
-

OuraM
.

キタ
高次熊

arXiv :

1801.05899
高次数で タ


